
FREDHOLM THEORY

Motivation Study : ( II -T ) f = of
in case Tis compact ,

we can foie

Thin ( FREDHOLM ALTERNATIVES ) T c- K ( X) ,
.

then (a) her HIT ) is fin din

(b) In Ht -T) is closed and lmla-t-T.cat?*-T9-)
(c) ha # F) = lo} ⇐) in -T ) = ✗

(d) Lin ha /A-T) = Lin hula - f)

=

salve n -tu =p → study n - tu -0

tua casa

- -
oinly the trivial Solution neo ] non tiwd solution of intra

I c) Il b)

kg , ] ! ne ✗ : n -tu -7 [ a : n - tu =p
a

g) l'D= right ✓ c- halaf)
"& finitela mary

constnaints

Recall : A c- × : binati At - { f-c- È : fa) ⇒ tre A)

A c- È bush : 4- =/ sec- ✗ : (Ix ) / f) = . feat



PRELIMINARY

RESULTSTOWARDSFREDHOLM.kz-1 1- c- LIXIY) ,
then

Ic » : Itself 7 e dist ( se , but) ⇐ Imt closed
"

✗ se - SIinf
s : Teseo

pnoof is based on the amhysis of t / quat
M few Words about qotient specie .

bene lf Xo CX closed subsp , ✗ normale

=D % con be qnipped with the nom

KID 1 : = mf µ se - gpx~yc-sa-yc-X.geXo

Notice Het Xu closed is needed onf K pure Il tilt ⇒ ⇒ Ti]-0

EXERCISE : prove
it !

Q : what about completeuss ? ✗ Band È % is Banach

we iced

heung ( 2- , Il llz) normale spece
+ han} : È Neal <o

(7) il Ila) Banach ⇐ a- i

µ

/ Eran} eoneyes es

n -3
so

Exercise prove
it !



Lenny het ho c- ✗ closed subspae and X Beneck

Han ✗% is
Banach

pag the { [aa) }
,>,

e %
,

St
. È Il [rally

,

<to

hit

by paviuos lemme , if [ Tra] converge in % → ¥
,

Beneath

Brein

By definition of A [nn] / |
,
Kk 3- la c-Xo st .

Axa - end
,
E Il Tieste

,

+ èk

=D Ia Han - end
×
E Eileen} Il

%
,

+ E 2h <• G)

✗ Banach

=D 3 si = lim [ ( an - eh)
ma ben

consideri [è]
,
ne have

11 TE] - È [ an) /¥-11 [ -
È •a) |

×.
hei

hei

2- eh C-Xo
N

= Il à - [ Ha - ea) /
✗lei

*

E [ Han - end
,
I' %

b. = NH (7)

→ [ Era] coniuge =D % Banach
hei

a

proofofp-pos.tn
41 Italia

,
e distese, Kat) =D Imt closed



PIT Igp Banach Space as but is closed

Moreau 11 In ] Il
%,

= mf Ha -311 = dista, Kat)
3 Ghat Caz)

Define the
op
I from the following Ingram

T : ✗ → Y I [a] = Tx wall Lebed
to L If

as × - y

"

(⇐ x-p abat)

Igort ^ F [Y] = Ty = Tx +Ha -×)

= Tu = I [
È

assumption
and H F [×) Hy = Il Tally s

,
e distese

,
Kat )

⇒
s
,
e Il till Heat

=D In I is closed
,

=D 1mF = Imt closed

A continuous

genad-fo.at : ✓ Il Axl > climi ne ✗ ⇒ 1mA closed

Indrek the Csm)
» ,
E In A

, ym → y

Han Im = Arm for see am c- ×

Il 9m - In tl = Il Alam - sen ) Il 7 Cham - sent

§ Min-soo

→ 1am ) is Candy ⇒ am → se ⇒ Anm →Are
4

am → y
"



① Imt closed ⇒ Italia e dritta, but)

consideri gain F i Grey →HI
Banach ( closed sub of)¥h Banaeh

I
is bdop . I

'nyectiue ( FG) -o ⇒ Taco ⇒ •
ÈÉÌ )

surgective ( tùwd )
Open mapping
ÌÌ if is

invutble with a bd inverse !

=D Il F
"

4) Il
pat

± e Il yll ¥ y c- lmt

g--TR
"

ED AI
"

toe) Aygo < e tltnll fue ✗
"

Il [illuso a

- ANNIHILATORS AND pre - ANNIHLATORS

ANNIHILATOR

Def D- E ✗ bin solo AI { f- c-È : flx) ⇒ fatti
a c- ¥ lin sta

'
a =/ see X : (1×2) / f) =. V-fc-A.ly
È

Lenny HA c- ✗ lin sta ⇒
+

LEI =Akita
E ×
' " "

⇒ (?_?
'

= a-
•'* »

( Closure in

weaksa -topohgy)



prof only 4 ) : se c- A- <⇒ finto ltff Ad

=D 3- (an) e a with nn → se. then fatt

flan) → fin) ⇒ fisico feat
Itn

⇒ PE 2¢ a- . By Hahn - Banach 3- f- c- È :

fly) = o yea ( ⇒ feat )/ fin) > o 4
a

temmectdentities) Te LIXIY)
,
X, Y Banach

.

Then

(F) (Imt)
'

= trent'
="

( in ✗
*)

¥ ) but = +11mF) ( in ✗ )

(E)
'

(brutti) = 1mF ( in Y)

l'v1 (batt = twitt if Imt closed 1in F)

usual
Ray triwd in Hilbert spaces ,

whee at = ortlgad
set

except If g. c- Amit <⇒ < y, Toes
⇒ tu

"

<T'y, ×>
=D y c- beta

E prove
Ha lemma in Hilbert spera Kmf Salon product

prof (f) f- c- Int /
+

⇒ f- (Ta ) = . tre ✗

⇐) f) ( se ) ⇒ tue✗

⇐ 1 t'f- ⇒ in ✗* ⇐\ fe batt



(E) see but ⇒ Tre = o in Y

⇐ fctx) ⇒ t f- c- ✗
*

⇒ ☒f) (a) = o f- e ✗*

⇒ [✗ x ) (1-
*f) ⇒ Effy #

⇒ se e

'

(Imf)

(In TV = batti¥) we know by (Il

+

( (Int ) ' ) =

'

Latte)
il temine .

Int

µ) (2) à e
1mF =D se = # £ for see of c- ¥

=D settore ) = ☒ yit / Ix ) = y
# ( Tr)

⇒ tu c- Kat ne hai sette) = o

⇒ se
#
e (but )
'

(E) Let sete (batt ⇒ attesto ttsebat

a) a-
*

: I
Kat

→ ¢
,

[se ] → It [x] : = set (x)

is wall deficit and continuous

Intel

più [si | = I sette) / = I sehr - S) / se faat

e Ilsétll Hai 54 SE Kat

→ in
* [a] / E he'll inf Ha- SI E Kath Il [a] //

×
,

cseket pat



Lemma

a) Im T closed =D F : ÷ → Int

is invertibile with bd invase
I
"

Put t : Int → ¢

y -s fly) : = ott ( F-
'

y)

rf is
linear and continuous ( Composition of

Continuous
maps)

and Imt closed

By Hahn - Bend ,
7

y
' / '/ → ¢ St y;

#

=p

claim 1-
+

yt = sit in ✗
*

indel

It'pt ) Isi) = ytltx) = ✗ Itn)

Minet
= è

" ( t " Tx ) = è [se ]

= sette) tutt
☐



Lemme lriesz) X named vector
space and

MCX
,
MAX closet linea space .

then teso , 3 mail : link =L

| distinti) , 1-E
pret the va XIM .

Sina M is closed

d : = Sist ( v
,
M) so
" int Iv -mh

Chase ma e M with man

ft)
d Edu - mail e d-

1- E

Now the uev.me ; if flute the properties
( V -Mall

Intel Hull ⇒ and Moreau
K me M

c-M

" a- MI =p vino .nl/=pv-m.-mni-mo
Uv -mail tv - Moll

at
g

d h = 1- E

d

•

CI X Banach with BID is compact
then tim X ciao

prode B.e dentato . Tale esfeaffs.fr . .

seq of restate fin dim sub . Apply Resa
,

3 tinta, , with une En and test Inn, Eni ) 712 .

then Inn -Umts 12 Amen
,
so eh?» E BIN but

no conversanti sutsseq . Ho @



PROOF OF FREDHOLM THEOREM

(a) ha #-T ) fin Lin

clearly Tv = ✓ ve bulk -T)

Putting EX
✗1 : = ben /A- - T) ihn T

/ ×,
= #

✗a

but then BIi-B-DETBI.IT
→ compact

→ B" is compact =D L'm Xa < +so

(b) (bs) 1m Chi -T) closed By premio pop ,
it is enagh lo show Het fc > o :

Il ☒⇒ v11 > e dist / v, ha la -D)

TE assume 3- %)
» ,

st . G) |
List ( ng, bel#-17) -1kg

a) Al# -that s [ È

CASEI-lud.gg, is bd
, Kaylie M Ka .

( Tn)
»,

has conv . subseg IT is compact )

(2) Tuan → no n→ -

then also non → no
,
indole

nesso

Il "an - no 11 E 11 Ma - Tua 11 + Atum - no / →o

a- -T ) non → a)

% 5



T bd : 1-
una → Tuo uso-Tuoro
L

no
=

=D ↳ ÈLa HI-T )
µ

aontretvcts G)

CASEI-yds.ua
,
not bed

. By H) ,

fa ,
d- 2-

a
c- ha MIT) : Hug -2-011<-1+1

2

Put Ng : = uz - za .

Want to show that (ng ),
bd and flflls E) & (1)

→ back to case I → confidata tfa

G) llwy 11 E 2 77

a) Il # -that = Il # -tag - 11--11*-1741 -7%

"no
-7

A) dist (ng , batte -T)) - int Hwa - +1
ZE hula-t)

= inf
tabaccai)

" "a
-711 = A kg

(b) lmltt -T) =
'

Iberia -1-4)
Lemme Identity E Intatti =

&

ha /A-⇒
| / 41 )

in @F)



(c) ha #F) co ⇐ In Cat) = X

⇒ B.e tante -T) = Ne 70

Constant Ha : e ha CIITIK

Healy Ne E Nz E Ns E .
.

-

- -

siete ⇒ Tfr = #f) lettre ⇒

→

We show now Net the inclusive are start

Nz# ⇒ 7 resto : latina ⇒

In MIT) -X ⇒ d- serata : ( te f) se, = 21

→ Chi TI da = HI -T) htt) sez

= Htt ) ad⇒

→ sere Nz INL

In#f) =X ⇒ 3970 : # -TIR, = da

un kg E Ngi Nz

this atout
] we have

Na E Ne § Ns § No, € . . .

closet

Ne applg Riesz lemne with X - Nah
,
Ma NÉ

c- Nati : Agenti =L→ given Nn
,
I dati ) pigtlyeui, Natalia



We shell show Het ttya} has not contava
a convergeva srbseg, contabile comporta oft
Intel the man c- IN

Tyn - Tym = In - Ini-tgn-ymtym-tym-yn-IA-hyn-yn.tl# f) ym
÷

tàplmc NN /4ns Nn ⇒MITICA -Tigro
→ CA -TIINENN-I

-In elemfofehm-ic.hn,
= In t Nm ,

Non

Sine qu e Nn → Ist ( an
,
Non) 3112

→ lltyn - tymlls test lyn, Nne) 742

mi
n
)
»,

cannot have can . svbseg I

RE Actudlg na pad that if t caput
then

3- te IN et Ne = di t ksi

( assume it is not he out
arpa as beta )



=) Assone be HI-t) ⇒

We know by (b ) Het In -T) closed
.

By Lemme Identità
: (ha #-I link-F)

Il

ot
= ✗
*

t carpet =D 1-
*

compact as nell

By the panis implicato in =D ha (1--1-7) = ho}

By henne ident- Kes A- :

+ (batt-7)) =lmH
4

✗
""

hula -t)

(d) dim fan # -T) = Sim (bene-1-9)

By (a) Lin ha 11T-T) = n <a

Lim hula -TY
=p <a

baht -T ) = Span < ah . - pens

ha la -1-
*) = spari < fa , . . , fp>

Consideri functonds 41 , . , un c-È : Yg ( see) - feg
elevato n1 , _ . Mp c- ✗ : fy lire) = fey

( exercise : they exist )

CASEI ⇒ Define B c- fa) by
a

Bx = +se + È
,
Yala) ma



B compact ( D= compact + fin range op )

siepe we show ha (1--9)=0

Assone it is not tre : Iseo C- ✗ : Bao = No
,
ho-40

then it fa c- balla -1-9 we have

a

• = fa ( Izzo) = fa /Tuo - a) +2 Yepes fake)
-lei

fa c- back -TI

(a) = o + false.) the
n

=D ho = Bho = Tuo + E Ratko ) una = Tuo

lei Ian

→ no c- ben CIT)
ne

ho = [ aeree
e-1

A-pphy qm tono : centro) =È aethelred = an
e -1

km Il by bid = fine
0

So am = o Fm =D ho = o %

stepz we show Het her @ - B+) =o

ha # -B) ⇒ ÉD In # -B ) -✗

Lemme Ident - Lies I 1m # -B)
+
= ha#-5)

"

✗
'
= o

«

hot vs prove
Met ha -J ) is actually 1=0



Actually buia -13¥) -1-0
exhiht - non tnel elennt of her #-137

.

B.
*
L = t' h + È Klan ) ya th c-È

hel

( exercise : prove
it 9 )

since
psn ,

the fa ,
c- ha la _F) then

he

At -134 fa , = (ST - it) fini - £
,
È la ⇒

Ti = Su
, a
= °

⇒ fa , c- berla -17 ) =/o 4
,

casette pan Similare es aborre ( exercise )

→ per

•
E✗AMP Trey to soba the Integral eq1

fa) - | e'
→

fly) dy = 1

Q : 3- f c- È [non]
, pe 11 ,

o ) which soheseg ?

Appty Fredholm alternative
, es

(Tf) /a) = [è" fiydy
- e
' [ e-'ftp.ytisbdfmb-rayeop
,
bd ⇒ T c-KILP) , peltro)



Cheek the q : G - Tg = o

Actually him back -T) = Lim ha HI-FI

→ check directly g- Ttg -0

(1-
*

g) 1×7 = è
"

/ è giddy lexerase )i
1

'

g- t'g
=

g- è
" / ègiydy = o

0¥
→ glx) = a e-

se

You can check Het it- c- IR
,

this is what - solution

=D Ken III -1-*) - { a É
"

i agir} 1- tim

Fredholm alti In 11J -T) =
+ ha 11--1-4

So 1 c- In / 1ft ) ⇒ Letha / A-→ *)
1

⇐ { 1 . (aè) ⇒ taek

:
→ 1 ¢

'
ha la _ io)

→ the
q das not have a Solution !


